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Propozycja punktowania rozwiazan zadan

Uwaga

Lacznie uczen moze zdoby¢ 20 punktow.

Laureatami zostajg uczestnicy etapu wojewodzkiego, ktorzy uzyskali, co najmniej 80 %
punktéw mozliwych do zdobycia, czyli 16 punktow.

Finalistami zostajg uczestnicy etapu wojewddzkiego, ktorzy uzyskali, co najmniej 60%
punktéw mozliwych do zdobycia, czyli 12 punktow.

Za kazde poprawne rozwigzanie inne niz przewidziane w propozycji  punktowania
rozwigzan zadah przyznajemy maksymalng liczbe punktow.

Zadanie 1.

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej m liczba postaci m®> —m jest podzielna
przez 30.

Uczen:

stosujac wzory skroconego mnozenia przedstawia podane wyrazenie w postaci 1 pkt
iloczynu

zauwaza, ze aby dowolna liczba catkowita byla podzielna przez 30 musi by¢ 1 pkt
podzielna przez 2, przez 3 i przez 5

uzasadnia, ze dla dowolnej liczby calkowitej liczba postaci m> —m jest 1 pkt
podzielna przez 2 i przez 3,

uzasadnia, ze dla dowolnej liczby catkowitej liczba postaci m® —m jest 1 pkt

podzielna przez 5.

m® —m=m-(m* —1)=m-(m? —1)-(m? +1) = m-(m—1)- (m+1)- (m? +1)

Aby wykazaé, ze liczba m°—m jest podzielna przez 30 wystarczy wykazaé, ze
jest podzielna przez 2, przez 3 i przez 5.

Wyrazenie m°-—m mozna zapisaé jako iloczyn czterech liczb naturalnych:
(m=1)-m-(m+1)-(m? +1). Trzy pierwsze liczby iloczynu: (m—1), m oraz (m-+1)
to kolejne liczby catkowite, a wigc wsrod nich jest liczba podzielna przez 3 1 co najmnie;j
jedna liczba podzielna przez 2.

Teraz wystarczy wykaza¢, ze liczba (m—1)-m-(m +1)-(m2 +1) jest podzielna przez 5.
Jesli wérod liczb (m—1), m lub (m+1) jest liczba podzielna przez 5 to mamy teze.

W przeciwnym wypadku kolejne liczby catkowite przy dzieleniu przez 5 dajg reszty 1, 2,
3 lub 4, czyli mamy:



(m-1)=5k +1, (m-1)=5k +2,

m =5k +2 lub m=>5k +3

(m+1)=5k +3 (m+1)=5k +4

czyli: czyli:
(m2+1):(5k+2)2+1: (m2+1):(5k+3)2+1:
=25k* +20k +4+1= =25k* +30k +9+1=
= 5(5Kk + 4k +1) = 5(5k +15k +2)

W obu przypadkach otrzymalis§my wielokrotnos$¢ liczby 5, co konczy dowdd.

Zadanie 2.

Jezeli dlugos¢ i szeroko$¢ prostokata ABCD zwiekszymy o 10 cm, to jego pole
zwigkszy si¢ o 600 cm® Oblicz, o ile zmniejszy si¢ pole prostokata ABCD jezeli
jego dlugosé i szeroko$¢ zmniejszymy o 5 cm.

Uczen:

e zapisuje pole prostokata ABCD oraz pole prostokata po wydtuzeniu bokow, 1 pkt

e 7 zalezno$ci pomiedzy polem prostokata ABCD, a polem prostokata po 1 pkt
wydtuzeniu bokéw wyznacza warto$¢ sumy a+b,

e zapisuje pole prostokata po skroceniu bokow, 1 pkt

e uktada zalezno$¢ pomigdzy polem prostokata ABCD, a polem prostokata po 1 pkt
skroceniu bokow 1 wyznacza o ile zmniejszylo si¢ pole prostokata ABCD.

I sposob:

1. Na poczatku:
Pole prostokata ABCD: P =ab

Po wydhuzeniu bokéw: P, = (a-+10)(b+10) = ab+10a+10b+100 = P +10a +10b +100
P + 600 = P +10a +10b + 100

2. Whniosek: 10a +10b =500
a+b=50

3. Po skréceniu bokow: P, =(a—5)(b—5)=ab—-5a—-5b+25=P—-5a—-5b+25

P—-x=P-5a-5b+25
x=5a+5b—-25

4. Whniosek: x=5(a +b)—-25
x=5-50-25
X =225

Odp. Jesli dlugos¢ i szeroko$¢ prostokata ABCD zmniejszymy o0 5 cm to jego pole
zmniejszy si¢ 0 225 cm?.



11 sposéb:

1.

rysunek:

2.10a+10b+100=600 = a+b=50

3

5a— 25+ 5b— 25+ 25 = 54+ 5b — 25 =
—5(a+h)—25=5.50— 25 = 250 — 25 = 225

Zadanie 3.

10

10a

100

5 5(a-5) 25
- 10b
b-5 5(b-5)
a-5 5 10
A a B

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AH, oraz CH_, gdzie H,

to spodek wysokosci opuszczonej z wierzcholka A, a H,

to spodek wysokosci

opuszczonej z wierzcholka C. Uzasadnij, ze Srodek boku AC nalezy do symetralnej
odcinka H_H..

Uczen:

wykonuje rysunek z oznaczeniami,
wykorzystuje wlasno$¢ symetralnej odcinka,

zauwaza, ze w trojkacie prostokatnym AH ,C odcinki AD, DC oraz DH, sa
réwnej dlugosci (np. jako promienie okrggu opisanego na tym trdjkacie),
zauwaza, ze w trojkacie prostokatnym AH_.C odcinki AD, DC oraz DH. sa

rownej dlugosci (jw.).

1 pkt
1 pkt
1 pkt

1 pkt

1.

Rysunek

Aby udowodni¢, ze punkt D bedacy srodkiem boku AC nalezy do symetralnej
odcinka H,H_. wystarczy wykaza¢, ze |DHA| = |DHC|

Odcinek DH, to promien okrggu opisanego na trojkacie prostokatnym AH ,C,

wige [AD| =[DC| = [DH, | = Z|AC],

Odcinek DH. to promien okrggu opisanego na trojkacie prostokatnym AH_.C,

wige [AD| = [DC| = [DH | = 2 |AC].




Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, gdzie n jest liczba ze zbioru {O, 1 2, 3}

spelniajace rownanie: N-3"-3n=6-2-3"

Uczen:

e porzadkuje wyrazy i rozklada sume na iloczyn, 1 pkt
e oblicza pierwiastek rownania 3" —3=0, 1 pkt
e oblicza pierwiastek rownania n+2 =0 1 pkt
e prawidtowo interpretuje otrzymane rozwigzania i podaje odpowiedz. 1 pkt

n-3"-3n=6-2-3"
n-3"-3n-6+2-3"=0

1).
) n(3" -3)+2(3"-3)=0
(3" -3)n+2)=0
3"-3=0
n n+2=0

2. 3" =3 lub " ,

n=1 n=-
Odp. Jedynym naturalnym pierwiastkiem tego rownania jest liczba 1.
Zadanie 5.

W ostrostupie trojkatnym ABCS wszystkie krawedzie boczne maja dlugos¢ a. Podstawa
tego ostroslupa jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC 0 przyprostokatnych
dlugosci a, punkt S jest jego wierzcholkiem. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCS.

Uczen:

e wykonuje rysunek, ustala potozenie §cian wzgledem podstawy ostrostupa, 1 pkt
e oblicza dtugo$¢ odcinka SD — wysokosci $ciany bocznej ACS, 1 pkt
e uzasadnia, ze trojkat SDB jest prostokatny (np. stosujac twierdzenie odwrotne 1 pkt

do twierdzenia Pitagorasa lub wykorzystujac szescian do narysowania dane;j
W zadaniu bryty) 1 ustala wysokos¢ ostrostupa ABCS,
e oblicza objetos¢ ostrostupa ABCS. 1 pkt




1. W trojkacie prostokatnym ABC mamy: |AB|=a, |BC|=a, |AC|=av2, |AD|= a*/_

2. Obliczamy wysokos$¢ DS w trojkacie rownoramiennym ACS:

2
|Ds|2=a2_(ﬂj =  |ps|= af

2
3. W trojkacie ADS mamy dlugosci bokow: |AD| = a\/_ ,|AS|=a, |DS|= a\/_
Zauwazmy, ze:
2 2 2 2
pcf =%, jesf-at,  |psf-%, o L 4E g
2 2 2 2

Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa — trojkat ADS
jest prostokatny. Zatem DS — wysoko$¢ trojkata ADS i jednoczesnie wysokosé
roéwnoramiennego trojkata ACS, a zarazem wysokos$¢ ostrostupa ABCS.

112a\/_ a’y2

4.
ABCS T3 2 12

[i°]

11 sposéb:

1. Zauwazmy, ze objetos¢ ostrostupa ABCS, spetniajagcego warunki zadania jest potowa
objetosci ostrostupa prawidtowego czworokatnego ABCDS.

2. Obliczamy dtugos¢ odcinka OS:

2
05 =a2-2% = |os|= a‘/_
4
1 1 a\/_ a3\/§
3.V =— a’-|os a’-
eces = 227 [05] = 27 222
1 1 aWE a*v2 .,
4. VABCSZE'VABCDSZE' 6 = 12 [i°]



